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MATHEMATICS 
DIE ALLGEMEINE RIEMANN-INTEGRATION IN 
TOPOLOGISCHEN RAUMEN. A 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of October 28, 1967) 
In den Teilen IV, IVbis unserer Arbeit ,Ein einheitliches Verfahren zur 
Definition von absolut- und bedingt-konvergenten Integralen", diese 
Proceedings, Series A, 68 (1965), wurde im euklidischen 2-dim. Raum R2 
das allgemeine Riemann-Integral betrachtet fiir den Fall, daB die Funktion 
f.P, in bezug auf welche integriert wird, fiir jedes lineare Intervall (parallel 
zur x- und y-Achse) und fiir jede einen einzelnen Punkt enthaltende 
Menge den Wert Null hat. Bei Erweiterung der Definition des allgemeinen 
Riemann-Integrals in bezug auf korrespondierende f.P zu abstrakten 
Raumen ist es unerlaBiich gewisse topologische Eigenschaften in diesen 
Raumen vorauszusetzen. 
§ 1. X sei ein Hausdorffscher Raum. In X setzen wir die Existenz 
einer Klasse S£'1 von nicht leeren Mengen, Intervalle [wohl auch Zellen] 
genannt, voraus, die folgenden Annahmen geniigen soil en: 
1 o jedes Intervall u ist offen und zusammenhangend; der Rand ii- u 
ist nicht leer und zusammenhangend; in jeder Umgebung eines Rand-
punktes liegen Punkte von X- ii; 
2° aus P EX, v Umgebung von P folgt die Existenz eines Intervalles 
u mit P E u, ii C v; 1) 
3a aus Uj E S£'1 (j=1, 2) und u1·U2#0 folgt u1·U2 E S£'1; 
3b aus Uj E S£'1 (j= l, 2) und U1 C U2 folgt U2-ii1#0; 
4a zu endlich vielen disjunkten ul E S£'1 (l= l, ... , p) gibt es immer ein 
Intervall w :) jedes ii1; 
4b zu endlich vielen disjunkten Ul E S£'1 (l= 1, ... , m), aile enthalten 
in einem Intervall u, gibt es endlich viele disjunkte Vk E S£'1 (k= l, ... , n), 
enthalten in u und mit 
m n 
Ul·Vk=O (l= l, ... , m; k= l, ... , n) und :2 ii1+ :2 Vk=U. 
~I k~I 
S£'2 sei der kleinste, die Rander aller Intervalle umfassende Korper. 
I) X ist dadurch ein reguliirer Raum. 
I3 
4c zu jedem Intervall io und jeder Menge H E Sf2 und C i0 gibt es 
endlich viele disjunkte Teilintervalle {ii} von io mit 
io= I i1 und H c;;_ I (iJ-ii)· 
(i) (i) 
Weitere Annahmen (Axiomata): 
5° sind U1, u2, u1<k> (k= I, ... , J.L), u2<Z> (l= I, ... , 11) Intervalle, mit je 
zwei u1 (k) und je zwei u2<Z> disjunkt, und ist dabei 
so ist auch 
fJ .. 
ut·U2#0, 'llt= Iut<k>, u2= Iu2(Z), 
k=l l=l 
Ut•U2= I Ut(k) •U2<1>. 
(k,l) 
Spezialfall. Sind U1, u2 Intervalle mit Ut·U2#0, so ist 
6° sind u1<k> (k= I, ... , J.L), u2<1> (l= I, ... , 11) Intervalle mit je zwei u1<k> 
und je zwei u2<k> disjunkt, und ist dabei 
so ist fiir die Uk und vz: 
,.__ 1'--
Uk= I Uk·Vz und Vz= I Uk·Vz. 
1=1 k=l 
Der M engenkorper K in X sei der kleinste, die Mengen der Klassen Sft 
und Sf2 umfassende Mengenkorper; 2) wir nennen Ko = {Sft, Sf2} eine Basis 
von K; jede Menge H EK laBt sich darstellen als I i1+E, wobei die 
(i) 
endlich vielen Intervalle i1 und E disjunkte Mengen sind, und E E Sf2. 
§ 2. Definition £X. Eine zu einem Intervall io gehorende Riemann-
Klasse m::[io] sei eine Klasse von den einzelnen Punkten P E io als Um-
gebungen zugewiesenen Intervalle i(P), also mit P E i(P). 
Definition. Die Riemann-Klassen fur io sind partiell geordnet; dabei 
ist m::[io] ~ m::'[io], falls fiir jeden Punkt P E io zwischen den P durch m::[io] 
bzw. m::'[io] zugewiesenen Umgebungen i~[P] bzw. i~,[P] gilt i~[P] ~ 
~ i~,[P]. 
Zu den Annahmen I 0 -6° von § I kommt hinzu: 
7° zu jedem io und zugehoriger Riemann-Klasse m::[io] gibt es eine 
m:[io]-Zerlegung von io in endlich viele Intervalle Ut, ... , u,. von folgender 
2) Im allgemeinen braucht X selbst keine Menge von K zu sein. 
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p 
Beschaffenheit:3) a) Ui·u1=0 (ii=j); b) _2u1=uo; c) fiir jedes u1 mit 
j~l 
u1 C u0 gibt es einen Punkt P E u1 mit u1 C i(P1) E ~[io]; d) fiir jedes UJ, 
welches Randpunkte mit io gemein hat, gibt es einen gemeinsamen Rand-
punkt Q, und ein Q, enthaltendes Intervall v(Q,), mit v(QJ) C i(QJ) E ~[io] 
und v(Q,)·io=UJ. 
Bemerkung. Jedes abgeschlossene Intervall i (und somit auch sein 
Rand) ist kompakt, wie aus den Annahmen 2° und 7° hervorgeht. Mit 2° 
folgt dann weiter daB der (regulare) Raum XI) sogar lokal-kompakt ist. 
Definition {3. Eine zu dem Rande r = u-u eines Intervalles u ge-
horende Riemann-Klasse ~ [r] sei eine Klasse von den einzelnen Punkten 
PEr als Umgebungen zugewiesenen Intervalle i(P). 
Die Einfiihrung einer partiellen Ordnung der Riemann-Klassen {~[r]} 
(r fest) ist evident. 
Definition. Eine ~[r ]-z'Jberdeckung von r sei wie folgt charakterisiert: 
es gibt endlich viele Punkte P1 E r und zugehorige Umgebungsintervalle 
u(P1) mit u(P1) C i(P1) E ~[r], mitu(PJJ · u(P12 ) = 0 (jr i=j2) und r C _2 u(P1). 
(j) 
Sa tz. Fiir jede Riemann-Klasse ~[io] und jede Zerlegung {ir, i2 , ... , ip} 
von i0 3) gibt es zu jedem i1 (j = 1, ... , p) eine zugehorige Riemann-Klasse 
~[i1 ] und eine zugehOrige Riemann-Klasse ~[iJ-iJ] aufgebaut aus den 
den Punkten von i 1 bzw. von i1-i1 in der Klasse ~[io] zugewiesenen 
Umgebungen. Nun existieren auch eine ~[io]-Zerlegung von io, ~[i,]­
Zerlegungen der i1 und ~[i1 -i1]-Uberdeckungen der Rander i1-i1 
(j=1, ... ,p), welche folgenden Bedingungen geniigen: 1° jedes ~[i1]­
Zerlegungsintervall ut<k> von i 1 (j = 1, ... , p) mit ut<k> C i1 4 ) ist auch ~[i0 ]­
Zerlegungsintervall von i0 ; 2° zu jedem weiteren ~[i,]-Zerlegungsintervall 
u1<k> von i 1 gibt es einen mit i 1 gemeinsamen Randpunkt Qt<k> und ein Qt<k> 
enthaltendes Intervall v(Q1<k>), mit v(Q/k>) C i(Qt<k>) E ~[io] und v(Qt<k>) · 
. i1 = u1<k>; dabei sind zwei Faile zu unterscheiden: 2a v( Q1<k>) C i0 ; in diesem 
Fall gibt es weitere ~[ir ]-Zerlegungsintervalle von Teilintervallen ir 
(j' i=j), in derselben Weise mit dem Punkt Q1<k> [und v(Q1<k>)] korrespon-
dierend wie ut<k>; die Summen der abgeschlossenen Hiillen aller dieser 
Zerlegungsintervalle ist gleich v(Q1<k>); v(Q/k>) ist ~[i0]-Zerlegungsintervall 
von i0 ; 2b v(Q1<k>) cf- i0 ; dann ist Q1<k> E (io-io)·(i1-i1); es gibt ev. weitere 
~[ir ]-Zerlegungsintervalle von Teilintervallen ir (j' i= j), in derselben 
Weise mit dem Punkt Qt<k> [und v(Q1<k>)] korrespondierend wie u1<k>; die 
(ev. uneigentliche) Summe der Hiillen dieser Zerlegungsintervalle ist gleich 
v(Q1<k>)·io; v(Q1<k>)·io ist ~[io]-Zerlegungsintervall von io. 
3) Randpunkte von Zerlegungsintervallen werden dabei vernachlassigt. Siehe 
auch Axiom 4b. 
4) Es gibt somit (nach Axiom 7°) einen Punkt P/"l E u/"l mit u;<"l C i (P;<"l) E 
E 2([i;]. 
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Die 2t[i0]-Zerlegung von io wird somit gebildet von den Intervallen u/k> 
(j=l, ... ,p) unter 1°, den Intervallen v(Q/k>) (j=l, ... ,p) unter 2a, und 
den Intervallen v(Q1<k>) ·io (j = l, ... , p) unter 2b. 
Die Intervalle v(Q1<k>) unter 2a und die intervalle v(Q/k>) unter 2b liefern 
die 2t[i1-i1]-Uberdeckungen der Rander der i1 (j = l, ... , p), und die 
2t[io-i0]-Uberdeckung des Randes von io so weit sie zu Punkten Q/k> 
eines solchen Randes hinzugefiigt sind. 
Beweis. Neben 2t[io] gibt es eine Riemann-Klasse 2t'[io] mit 2t'[io] C 
C 2l:[io], welche in folgender Weise entsteht: a) zu jedem Punkt P E i1 
(j = l, oder 2, ... , oder p) laBt sich i(P) E 2l:[i0], nach 2° und 3a (von § l), 
derartig einschranken zu i'(P) daB i'(P) C i1; b) die iibrigen Punkte von 
io sind Randpunkte von bestimmten Zerlegungsintervallen i1; fiir einen 
solchen Punkt P mit i(P) E 2l:[io] gibt es, nach 2° und 3a (von § l) 1), 
ein P enthaltendes Intervall i'(P) mit i'(P) C i(P), und i'(P)-i,~O nur 
fiir diejenigen Intervalle i1 der Zerlegung {i1. ... , ip}, fiir die P Randpunkt 
ist. Alle so erhaltenen i'(P) bilden die gesuchte Riemann-Klasse 2t'[i0]. 
Die besondere Beschaffenheit von 2t'[io] liefert, nach 7°, eine 2t'[i0]-
Zerlegung von io 5) mittels endlich vieler Intervalle (u'), deren jedes 
entweder eine in einem der i1 liegende abgeschlossene Hiille u' hat [es 
gibt dann ein i'(P) mit u' C i'(P) C ii> P E u']; oder eine Hiille u' hat: 
a) mit u' C i'(P), P E u', wobei P E ein Rand i1-i1, ¢ i0 -i0, oder: b) mit 
u'=v'(P)-io, wobei, gemaB Ax. 7°, d) (fiir 2t'[i0]), P Ev'(P)·(i0 -i0), 
v'(P) C i'(P) E 2t'[io]. Die samtlichen Uberdeckungsintervalle u' unter a) 
und v' unter b) liefern 2t'[i1-i1]-Uberdeckungen 6) der Rander der i1 
(j= l, ... , p) und eine 2t'[io-io]-Uberdeckung 7) des Randes von io so weit 
sie zu Punkten (P) eines solchen Randes korrespondieren. 
Anwendung von 5° (in§ l) auf i0, mit der zugehorigen 2t'[i0]-Zerlegung, 
und ein i1 (j = l, oder 2, ... , oder p), mit der uneigentlichen Zerlegung 
i1=i1, liefert die gewiinschte 2t'[i1]-Zerlegung, somit auch 2t[i1]-Zerlegung 
von i1. 
Die Fallunterscheidungen 2a, 2b (im Satz) folgen leicht (wieder mit 
Axiom 5°). 
Korollar. Zu jeder Riemann-Klasse 2t[r] eines Randes r = i-i gibt 
es eine 2t[r]-Uberdeckung von r. 
Dies folgt, mit den Definitionen IX und {J, aus vorigem Satz. 
5) Diese ist auch 2l[io]-Zerlegung. - Wir bemerken nebenbei daJ3 bei jedem 
Teilintervall u von io eine Riemann-Klasse 2l[u] gehort, bei der den Punkten von 
u dieselben Umgebungen wie durch 2l[io] zugewiesen sind. Korrespondiert nun 
'!'[u] in gleicher Weise zu 2l'[io] wie 2l[u] zu 2l[io], so ist auch 2l'[u] C 2l[u]. 
8 ) Diese sind auch 2l[iJ-iJ]-"Oberdeckungen. Vergl. die Bemerkung in Pu13n. 5. 
7) Sie ist auch eine 2l[io-io]-"Oberdeckung. 
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§ 3. Axiom S0 • Jede Menge E des Korpers Khat eine Darstellung 
I' 
E= 2, i1+H, 
i~l 
wobei die Intervalle i1 und die Menge HE Sf2 disjunkt sind. Bei jeder 
weiteren derartigen Darstellung 
I'' 
E= 2,i'i+H' 
i~l 
ist immer 
lP sei eine endliche nicht-negative I ntervallfunktion. Sie sei beschrankt-
additiv, was heiBen soll: 
n n 
(ci) aus io= 2, ik, ik1 ·ik2 =0 (k1i=k2) folgt immer f!J(io)= 2,lP(ik). 
k~l k~l 
Auch fur die Rander von Intervallen, allgemein fur jede Menge E E Sf2, 
soll lP definiert werden, und zwar durch folgende Annahmen: 
l!J(i-i)=O, bzw. l!J(E)=O. 
Mit Ax. so und Ax. 6° folgt, da(J lP sich in eindeutiger Weise erweitern 
la(Jt zu einer endlichwertigen, fur alle M engen des Korpers K definierten, 
beschrankt-additiven, nicht-negativen ,M engen" -funktion, die wir im fol-
genden ebenfalls mit lP andeuten; fur alle Mengen von Sf2 hat lP dabei 
den Wert Null. 
Angenommen wird daB die in solcher Weise fur die M engen von K 
00 
definierte Funktion lP sogar a-additiv ist, was heiBen soll: a us E = 2, EJ, 
00 i~l 
E E K, jedes E1 E K, E11 ·E12=0 (hi=j2) folgt immer l!J(E) = 2, lP(EJ)· 
i~l 
Bemerkung. Ein bekanntes Verfahren fuhrt in jedem Intervall i zu 
einer eindeutigen Erweiterung von lP zu einem total-additiven MaBe lPt 
auf dem kleinsten a-Korper Kt(i), welcher den Korper der in i liegenden 
Mengen von K umfaBt. Ist jede der in i enthaltenen offenen Mengen eine 
Summe von abzahlbar vielen abgeschlossenen Teilintervallen von i (und 
ist dadurch jedes Intervall i ein stark separabeler Raum), so gehoren die 
offenen Teilmengen eines solchen i zum a-Korper Kt(i); da jede kompakte 
Teilmenge des Hausdorffschen Raumes i abgeschlossen ist, umfaBt Kt(i) 
auch alle kompakten Teilmengen-, und somit auch alle Borel-meBbaren 
Mengen des Raumes i. B) Der Wert von lPt(E) bei E ~ i bleibt ungeandert 
bei Ersetzung von i durch ein zweites Intervall i' ~ diese Menge E. 
B) Siehe P. R. Halmos, Measure theory 1950, § 51. 
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Wir mach en hier eine A nnahme uber K zusammen mit if>. 
{K, if>}: Zu einem Rand r = i-i eines Intervalles i, einer willkiirlichen 
00 
Zerlegung r= LEn von r in abzahlbar viele Teilmengen En (teilweise ev. 
n~l oo 
leer) und einer Zahl e= Len, mit en>O fiir jedes Eni=O, gibt es eine 
n~l 
Riemann-Klasse ~{.~e,.; IE,.} [r] (im Sinne der Definition f3 von § 2) folgender 
Art: jede zugehorige ~{Ie.,; IE.,}[r]-lJberdeckung von r, mit den (endlich 
nelen) lJberdeckungsintervallen {u(P,<n>)} 9), wobei P;<n> E En, hat die 
Eigenschaft: fiir jedes n, zu welchem es einen oder mehrere solche Punkte 
Pln> (j = 1, ... , kn) gibt, ist fiir diese Punkte 
L if>[u(P;<n>)]<n-l.en. 
(i) 
Definition y<l>. Zu einer auf r endlichwertigen (eindeutigen) Funk-
tion fund der Klasse aller ~[r]-lJberdeckungen von r bilde man fiir jede 
derartige lJberdeckung die Summe 
(1) L f(Pi) · if>[u(P,)]. 
(i) 
Die Gesamtheit aller Werte von ( 1) fiir alle moglichen ~ [r ]-Uberdeckungen, 
bei ~[r] fest, liefert eine im allyemeinen mehrwertiye Riemann-Summe fur f: 
F[f; {~[r]; if>}], mit abgeschlossener Hiille F[f; {~[r]; if>}]. 
Bemerkung. Aus ~[r] ~ ~'[r]folgt F[f; {~[r]; if>}]~ F[f; {~'[r]; if>}]. 
D efini ti on y < 2 > . Falls es zu einer auf r endlichwertigen Funktion f 
Folgen ~<l>[r] :J ~<2>[r]:::) ... :J ~<k>[r]:::) ... von Riemann-Klassen gibt, fiir 
die die abgeschlossenen Hiillen der Riemann-Summen F[f; {~<k>[r]; if>}] 
sich fiir k-+ = in einen Punkt l[f; r; if>] (von R1) zusammenziehen, so 
betrachte man J(f; r; if>] als den Wert des allyemeinen Riemann-Integrals 
ron f iiher den Rand r in bezuy auf if>: 
(2) Jr fdif>=l[f; r; if>]= lim F[f; {~<k>[r]; if>}]. 
k-->-00 
Bemerkung. Die eindeutige Bestimmtheit des Integralwertes folgt 
mit der vorigen Bemerkung. 
Theorem 1. Ist f endlich in den Punkten des Randes r, so existieren 
Jr f df/> und Jr Ill df/> als allgemeine Riemann-Integrale in bezug auf if>, 
und haben den Wert Null. 
Beweis. e sei willkiirlich positiv, mit e=e1 + ... +en+ ... (jedes en>O), 
00 
und r sei gleich LEn, wobei En die Teilmenge von r, in deren Punkten P: 
n~l 
n-1 ~ if(P)I <n (n= 1, 2, ... ). Nach Axiom {K, if>} gibt es zu den Summen 
') Es ist also: u(P;<">) c i(P;<">) E m:{:Ee.,; I:E,.)[r]. 
2 Series A 
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Len, LEn eine Riemann-Klasse 9fn;e,.;IE,.}[r] so daB fiir jede zugehorige 
Uberdeckung von r, mit zu den n gehorigen P/n>, 
dadurch auch 
L <P[u(P;<n>)]<n-l.en, 
(i) 
L lf(P;<n>)i·<P[u(P;<n>)]<n·n-l.en=Sn 
(i) 
ist; Summation tiber die n liefert 
L L if(P;<n>)i·<P[u(P;<n>)]<el + ... +en+ ... =e; 
(n) <il 
fiir die Riemann-Summe F[i/1; {9f{Ie,.; IE,.}; <P}] ist 
O~F[ifl; {9f{Ien;IE,.}[r]; <P}]~e. 
Daraus folgt die Behauptung des Theorems fiir 1/1; analog fiir f. 10) 
Definition b< 1 >. Zu einer in io definierten endlichwertigen (ein-
deutigen) Funktion f und der Klasse aller 9f[io]-Zerlegungen von io 
(gemaB 7°) bilde man fiir jede derartige Zerlegung die Summe 
(3) I' f(PJ)·<P[uJ], 
(i) 
wobei nur tiber solche j summiert wird, fiir die P; E io. Die Gesamtheit 
aller Werte von (3) fur aile moglichen 9f[io]-Zerlegungen, bei 9f[i0 ] fest, 
liefert eine im allgemeinen mehrwertige Riemann-Sum me fur f: F [f; {9£ [ io] ; 
<P}], mit abgeschlossener Hiille F[f; {9f[io]; <P}J. 
Bemerkung. Aus 9f[io] ~ 9f'[io] folgt F[f; {9f[io]; <P}] ~ F[f; {9f'[io]; 
<P}]. 
Definition b <2 >. Falls es zu einer in io endlichwertigen Funktion f 
Folgen 9(<I>[i0]:) 9(<2>[i0]:) ••• :) 9(<k>[io]:) ... von Riemann-Klassen gibt, 
fiir die die abgeschlossenen Hiillen der Riemann-Summen F[f; {9f<k>[io]; 
<P}] sich fiir k--* <x:> in einen Punkt l[f; io; <P] (von R1) zusammenziehen, 
so betrachte man f als integrierbar, und definiere durch den (endlichen) 
Grenzwert I[f; io; <P] das allgemeine Riemann-Integral von I uber io in bezug 
auf <P: 
(3bis) fto fd<P = I[f; io; <P] = lim F[f; {9£<k> [io]; <P} ]. 
k-+00 
10) In ,Ein einheitliches Verfahren u.s.w." IV, diese Proceedings, Series A, 68 
(1965}, S. 369 bewiesen wir fUr den euklidischen Raum R2 ein mit Theorem l 
korrespondierendes Theorem. Es ist moglich den zitierten Beweis durch einen 
zweiten Beweis zu ersetzen: l o man leite in R2 die hier vorausgesetzte Annahme 
{K, 1/>} als Theorem ab; 2° darauf laf3t sich dann das Theorem in R2 als Spezialfall 
des bier bewiesenen Theorems l folgern. 
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Bemerkung. Die eindeutige Bestimmtheit des Integralwertes folgt 
mit der vorigen Bemerkung. 
§ 3bls. Definition. Unter den in Definition ~<1> von § 3 gemachten 
Annahmen sei F[o][/; {2r[io]; (l)}]=obere Grenze aller Werte der mehr-
deutigen Riemann-Summe F[f; {2r[io]; (!)}], und F[uJ[f; {2l:[io]; (/)}]=un-
tere Grenze der Werte von F[f; {2l:[io]; (!)}]. 
Zu einer Folge 2{<1>[i0] ~ ... ~ 2{<k>[i0] ~ ••• gibt es also obere und untere 
Grenzen, fiir die: 
und 
Gibt es endliche F[o] und F[u], so seien das obere und das untere all-
gemeine Riemann-Integral von fin bezug auf(/) 11her io bzw. definiert durch: 
f10 fd(/)=untere Grenze aller F[o][/; {2l:[io]; (!)}] 
und 
woraus dann Ieicht, neben ihrer Endlichkeit, folgt: 
Auch gibt es dabei eine Folge 2{(1)[i0] ~ ••. ~ 2{<k>[i0] ~ ... , mit 
(4) 
und gleichzeitig 
(4b1B) 
Theorem 2. Notwendig und hinreichend zur Existenz von J,0 f d(l) 
ist Existenz und Gleichheit der oberen und unteren Integrale; dabei ist 
dann 
§ 4. Theorem 3. Die allgemeinen Riemann-Integrale in bezug auf 
f/J auf einer Menge H, welche Intervall oder Rand eines Intervalles ist, 
sind lineare Funktionale, d.h. aus der Existenz dieser Integrale fiir die 
endlichwertigen Funktionen f, g, und bei ~X, {J willkiirliche Konstanten, 
folgt die allgemeine R-Integrierbarkeit von IX· f + {J • g, mit 
fH (IX. I+ {J ·g)d(/) =IX I H t d(l) + {J JH t df/J. 
1st H Rand, so sind die Integralwerte Null. 
Es ist wiinschenswert folgende Annahme tiber die Klasse ~1 der Inter-
valle llinzuzufiigen: 
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9° 9I[i0 ] sei eine zu i 0 gehorende Riemann-Klasse. Ein Randpunkt P 
eines fest gewahlten eigentlichen Teilintervalls i1 von io enthalt in allen 
genugend kleinen Umgebungen entweder nur Punkte von zwei der (nicht 
leeren 11)) offenen Mengen i1, i0- h, X- io oder Punkte aller drei Mengen; 12) 
wegen Annahme 2° ist es moglich fur jeden Punkt P der ersten Art vor-
auszusetzen daB durch ev. Einschrankung von i(P) E 9l[io] erreicht wird, 
daB auch i(P) nur Punkte von zwei Mengen der Gruppe i1, io-h, X -io 
enthalt; die Benennung 9l[i0 ] fur die ev. abgeanderte Riemann-Klasse 
halten wir jedenfalls bei. Jedem Punkt P E i1 sei durch die R. Klasse 
9I[il] dieselbe Umgebung wie durch 9l[io] zugewiesen. 
Betrachtet werden zwei zu 9I[il] gehOrende Zerlegungen 3<1>(i1), 3<2>(i1) 
von i1, mit Zerlegungsintervallen Uj(1) bzw. u~c<2 >. Nun soll es immer zu 
9I[i0 ] gehOrige Zerlegungen 3<1>(i0 ), 3<2>(i0 ) von i0 geben, welche: 1° 3<1>(i1) 
bzw. 3<2>(i1) als Teilzerlegung enthalten so weit es die nicht an i1 -i1 
grenzenden Zerlegungsintervalle anbetrifft; wahrend dane ben: 2° a. zu 
jedem Uj(1) E 3<1>(i1) und jedem u~c<2l E 3<2l(i1), die Produkt sind von i1 
mit einem Intervall v/1l,furwelches vp> C i(Pj<1>) E 9I[il], P/1) E (i1-i1)·io; 
bzw. mit einem Intervall v~c<2 >, fiir welches ih<2> C i(P~c<2l) E 9I[il], P~c<2 > E 
E (i1- i1) · i0, die Intervalle v/1>, v~c<2 > bzw. Zerlegungsintervall a us 3 <1>(io) 
und 3<2>(i0 ) sind; 13) b. unter denselben Bedingungen wie unter a., nur 
-- --
daB sowohl P/1> wie P~c<2 > E (h- i1) ·(X- i0), ¢; io- i1 gilt, die Intervalle 
u/1>, u~c<2> selbst bzw. Zerlegungsintervall aus 3<1>(i0) und 3<2>(i0 ) sind; 14) 
c. unter denselben Bedingungen wie unter a., nur daB Pj<1> und P~c<2 > 
Randpunkte sowohl von i1 wie von X- io und von io- i1 sind, Vj<1> · io 
und v~c<2 > ·io bzw. Zerlegungsintervall aus 3<1>(io) und 3<2>(io) sind; auBerdem 
sollen: 3° sowohl die unter 2° betrachteten Vj(1) wie die korrespondierenden 
v~c<2> eine Uberdeckung des Randes i1- i1 liefern, fur die (X- i1) · 2 v/1> = 
(i) 
=(X- i1) · 2 v~c<2>; schlieBlich sollen: 4 o die weiteren Zerlegungsintervalle 
(k) 
von io fiir 3(1l(io) und 3(2l(io) dieselben sein. 15) 
11) DaB io -i1 nicht loor ist, folgt a us Axiom 3b; dassel be fur X -io folgt a us 4a 
(auch aus I 0 ). 
12) Aus P E ii -i1 folgt entweder P E io oder P E io-io. Im ersten Fallliefert 
die Regularitat des Raumes X 1) eine Umgebung von P, welche keine Punkte der 
abgeschlossenen Menge X-io, somit auch keine Punkte von X-io enthalt; dagegen 
enthalt, nach Axiom 1°, jede Umgebung von P sowohl einen Punkt von i1 wie 
einen Punkt von (X -h) ·io """io-h. Im zweiten Fall enthalt, nach I 0 , jede Um-
gebung von P sowohl einen Punkt von X-io wie einen Punkt von i1. Je nachdem 
P E io-il oder P ¢ io-i!, enthalt jede Umgebung von P einen Punkt von io-'h, 
oder es gibt eine Umgebung von P, welche keine Punkte mit io-i! gemein hat. 
13) P 1<1J E v1<1J, und P~c<2J E v~c<2 J; v,<1J und v~c< 2 l liogen in io. 
14) v1<1J und v~c<2J liegen in (X -io) +i1, und auBerhalb io-h. 
15) Wir bemerken, daB das Axiom go gebildet ist nach Analogie eines im eukli-
diochen Raum R 2 anwendbaren ,Zerlegung-Uberdeckung"-Verfahrens, welches das 
auf den Seiten 370-372, insbes. S. 37I, unserer Arbeit Joe. cit. IO), zu Theorem 28 
fUhrende Verfahren verallgemeinert, und dann aus Intogrierbarkeit von f uber io 
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Theorem 4. Aus i1 C io und der Existenz des allgemeinen R-Integrals 
einer in io endlichen Funktion I in bezug auf f/J tiber io folgt daB auch das 
allge~eine R-Integral J,1 I df/J existiert. Umgekehrt, gibt es endlich viele 
Teilintervalle i" von i0 (k= I, ... , n), tiber deren jedes I ein allgemeines 
R-Integral in bezug auf f/J hat, und ist dabei 
.. 
ik1 ·i"2 =0 (k1#k2), ~i"=io, 
k~l 
so existiert auch Sto I df/J; dabei ist dann 
.. 
Sto I df/J= ~ J,k I df/J. 
k~l 
Beweis. Existiert Sto I df/J, so gibt es bei e> 0 eine Riemann-Klasse 
2l[io] mit 
(5) lft0 ldf/J-F[f; {2l[io]; f/J}]j<e; 
es ist dabei moglich vorauszusetzen daB die im ersten Absatz von Axiom 
go angegebenen Bedingungen auch ftir diese Klasse 2l[io] und io, i1 erftillt 
sind. 
Bei ev. Erweiterung der Definition von I zu nicht in io liegenden Punkten 
von i1-i1 durch Annahme des Wertes Null in ihnen folgt, aus Jit-t1 lfjdf/J=0 
(Th. 1), die Existenz einer Riemann-Klasse 2l[i1-i1] (gemaB Def. {3) mit 
(6) 
Durch teilweise Einschrankung der Umgebungen entsteht aus 2l[io] eine 
neue Riemann-Klasse 2l'[io]: 1° ftir P Ei1 sei i'(P) _ i(P)·i1 mit i(P) E 
E 2l[io]; 2° ftir P E io- i1 sei i'(P) = i(P) · (io-ii) mit i(P) E 2l[io]]; 3° ftir 
P E (i1-i1)·io sei i'(P) = i1(P)·i(P)·io mit i1(P) E 2l[ii -il], i(P) E 2l[io]; 
4° ftir PE(ii-ii)·(io-io) sei i'(P)-ii(P)·i(P) mit ii(P)E2l[ii-ii], 
i(P) E2l[io]; 5° ftir PE [(io-io)-(i1-i1)] sei i'(P) -i(P) mit i(P) E 
E 2l[io]. Die neuen Umgebungen der Punkte von i1 -i1 liefern eine (ein-
geschrankte) Riemann-Klasse 2l'[i1 -i1]. 
Aus (5) folgt nun umsomehr 
wodurch ftir je zwei Werte von F[f; {2l'[io]; f/J}] die absolute Differenz 
kleiner als 2e ist. Aus (6) folgt daB die in ihr gegebene Abschatzung auch 
ftir jeden willktirlichen Wert von F[lfj; {2l'[i1-i1]; f/J}J gilt. 16) 
Die durch 2l'[io] den Punkten von ii zugeordneten Umgebungen bilden 
die Riemann-Klasse 2l'[i1]. Nimmt man in go ftir 2l[i0], 2l[il] und die 
Integrierbarkeit iiber fedes Teilintervall i1 folgern laJ3t. Neben {K, !li} 10) ist somit 
a.uch Annahme 9° in R2 beweisbar. 
16) Dies bleibt der Fall, wenn man den Beitrag der neu hinzugekommenen f · 
Werte, welche doch gleich Null ist, fortlaJ3t. 
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Zerlegungen g<I>(il), .3<2>(i1) bzw. 2l'(io], 2l'[i1] und zwei zu 2l'[i1] ge-
horende Zerlegungen .3'<I>(ii), .3'<2>(ii) von i1, so folgt daB es zu 2l'[io] 
gehorige Zerlegungen .3'<1>(i0), .3'<2>(i0) von io gibt, welche dieselben Eigen-
schaften wie g<I>(io) und .3<2>(io) in go haben. Nach dem vorigen Absatz 
ist die absolute Differenz der heiden zugehOrigen Werte von F[f; {2l'[io]; 
C/J}] kleiner als 2e, wahrend dies auch der Fall ist fiir die zugehOrigen 
Werte von F[f; {2l'[i1-i1]; C/J}]. 16) Dies zusammen mit Axiom go, Be-
dingung 4° liefertfiirdie absolute Differenz der Wertevon F[f; {2l'[io]; C/J}], 
gehOrend bei den Zerlegungen .3'(1>(ii) und .3'<2>(ii), einen Wert kleiner 
als 4e. 
Mit den Definitionen 6<1>, 6<2> folgt die Existenz des allgemeinen R-
Integrals ft1 I dt!J. 
Nehmen wir die Voraussetzungen im zweiten Teil von Theorem 4 an, 
also: 
'II 
ik1 ·ik2 =0 (k1#k2), Iik=io, Existenz der lntegrale ftkldt!J (k=1, ... , n). 
k-l 
Zu positivem e gibt es dann, fiir k= 1, ... , n, eine Riemann-Klasse 2l[it] 
mit 
(7) 
und eine Riemann-Klasse 2l(it-it] mit 
(8) 
bei (7) darf angenommen werden, daB fiir jeden Punkt P E it aus i(P) E 
E 2l(it] folgt i(P) Cit. 
Fiihren wir nun eine Riemann-Klasse 2l[io] ein (Def. tX), welche in 
folgender Weise aus den Klassen 2l[it], 2l[it-it] (k= 1, ... , n) hervorgeht: 
a. fiir jeden Punkt P E it sei die Umgebung i(P) in 2l[io] dieselbe wie in 
2l[it]; b. flir jeden zu einem oder mehreren Randern it-it gehorenden 
Punkt P sei i(P) in 2l[i0 ] gleich der Umgebung oder dem Produkte von 
Umgebungen, welche Pin dem oder den zugehOrigen 2l[it-it] hat. Mit 
(7) und (8) und dem Satz von § 2 folgt nun: 
'II 'II 
iF[I; {2l[io]; tJJ}]- I StkldtJJi;;;. I iF[I; {2l[it]; tJJ}]- Stkldt!JI+ 
k-1 k-1 
'II 
+I F[lll; {2l[it-ik]; tP}]<n·e+n·e=2n·e. 
k-1 
'II 
Also existiert auch ft0 I dt!J, und hat den Wert I ftk I dt!J. 
k=1 
17) Dabei sei wieder /=0 gesetzt in den Punkten von io-io. Die Relation bleibt 
erhalten, wenn man in jeder einen Wert von F liefernden Summe (wie in Def. y<1 1) 
ev. Beitrage von Punkten, welche auf io-io liegen, fortlal3t. 
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Bemerkung. Mit Theorem 4 folgt unte.r den Bedingungen in Axiom 
6° und bei Integrierbarkeit der auf den u" endlichen Funktion I iiber 
die u": 
Mit dieser Bemerkung und Axiom 8° folgt das 
Theorem 5: Ist f endlichwertig und allgemein R-integrierbar in bezug 
auf (/J iiber jedes Intervall i, so Hi.Bt das Integral sich definieren fiir jede 
Menge A des Korpers K (§ 1). Ist A Summe von disjunkten Mengen: 
(9) 
mit jedem i1 E ~b HE ~2 (§ 1), so sei 
SA f d(/J= ! fit f d(/J, 
(j) 
also jedenfalls gleich Null, wenn Intervalle i1 fehlen. 
Der Wert von fA f d(fJ ist unabhangig von der gewahlten Zerlegung (9) 
von A. Fur die zum KiJrper K gehOrenden Mengen ist das allgemeine R-
lntegral von I in bezug auf (/J eine beschriinkt additive Mengenfunktion. 
ZUSAMMENFASSUNG 
Das in UIIBerer Arbeit in diesen Proceed. Series A, 68-70 (1965/7) in euklischen 
Ra.umen eingefiihrte allgemeine Riemann-Integral lii.llt sich in sinngemii.l3er Weise 
in spezielle Hausdorffsche Raume iibertragen. Dazu wird eine Klasse Sf1 von ,Inter-
vallen" als bestimmte Teilmengen eines so1chen Raumes axiomatisch eingefiihrt; 
die Axiome 1°-9° in diesem Teile A, Ax. 10° aus Teil B und die Axiome 11", lib 
von Teil C setzen Eigenschaften der Intervalle, welche in euklidischen Raumen R,. 
mit n ~ 2 beweisbar sind, voraus. Eine zugehorige Intervallfunktion IP, nicht-
negativ und beschrankt- und u-additiv, und durch ein Axiom {K, IP} mit K ver-
bunden (wobei K ein aus Sf1 hervorgehender Korper), liefert die Bezugsfunktion 
ttir die Integrale. Diese haben die elementaren Eigenschaften der Linearitat fiir 
die Integranden und der Additivitat fiir die Mengen des Korpers K. Nebenbei geht 
aus den Intervallaxiomen dieses Teiles hervor, daJl ein solcher Raum regular und 
lokal-kompakt sein wird. 
